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R¶esum¶e
Soit le modµele de di®usion unidimensionnel µa seuil :

dXt = b (Xt ¡ r0)dt + dBt

Dans le cas consid¶er¶e, b est lipschitzienne sur R et 0 est un seuil pour sa d¶eriv¶ee; b0 est con-
tinue sur R¡f0g et admet des limites µa gauche et µa droite en 0, ¯nies mais di®¶erentes. Notre
but est d'estimer r0 µa partir d'une observation discr¶etis¶ee du processus, (Xkhn)k=0;n, sous des
conditions de stationnarit¶e et d'ergodicit¶e, lorsque nhn ! 1 et hn ! 0.
Nous introduisons pour cela l'estimateur des moindres carr¶es bas¶e sur le sch¶ema d'approxi-
mation d'Euler. Si nhn ! 1 et hn ! 0, cet estimateur est consistant. Si de plus, nh3n ! 0,
nous montrons qu'il est asymptotiquement normal µa la vitesse

p
nhn.

Abstract
Let be the following one-dimensional threshold di®usion model :

dXt = b (Xt ¡ r0)dt + dBt

We consider the case when b is Lipschitz continuous on R and 0 is a threshold for its ¯rst
derivative; b0 is continuous on R¡f0g and the right and left limits in 0 are ¯nite, but di®erent.
We want to estime r0 from discrete observations of the stationary ergodic solution process,
(Xkhn)k=0;n, as nhn ! 1 and hn ! 0.
For that purpose, we introduce the least squares estimator based on the approximate discrete-
time Euler's scheme. If nhn ! 1 and hn ! 0, this estimator is consistent. Moreover if
nh3n ! 0, we prove that it is asymptotically normal with a rate of order

p
nhn.

Mots clefs
Sch¶ema d'approximation d'Euler; estimateur des moindres carr¶es; modµele µa seuil; di®usion
stationnaire et ergodique; temps local.

A.M.S. 62 M 05 - 62 F 12.

1 Introduction

Soit (;F ;P) un espace de probabilit¶e, B = (Bt)t¸0 un mouvement brownien standard issu
de 0 et » une variable ind¶ependante de B, d¶e¯nis sur l'espace pr¶ec¶edent. On munit cet espace
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de la ¯ltration fFtgt¸0, oµu Ft = ¾ (Gt [ N ) est la tribu Gt = ¾ (»;Bs; 0 � s � t) compl¶et¶ee
par N = fN µ ;9 G 2 G1;N µ G;P (G) = 0g.
On considµere l'¶equation di®¶erentielle stochastique (e.d.s.) d¶e¯nie par :

dXt = b (Xt ¡ r0)dt + dBt; 0 � t � T (1)

X0 = »

oµu b est une fonction connue et r0 est un paramµetre inconnu que l'on d¶esire estimer.
On d¶e¯nit, pour tout r¶eel a, C2

fag, l'ensemble des fonctions f continues sur R, de classe C2

sur R¡fag telles que, si l'on note f 0 sa d¶eriv¶ee premiµere, limx!a+¡ f 0 (x) = f 0
³
a+¡

´
existent et

sont ¯nies avec f 0 (a+) 6= f 0 (a¡). Dans la suite, nous consid¶erons une fonction b appartenant
µa C2

f0g et nous nommerons di®usion µa seuil un tel modµele; un prototype est :

dXt = b1 (Xt ¡ r0) I(Xt>r0) + b2 (Xt ¡ r0) I(Xt�r0)dt + dBt (2)

oµu b1 et b2 sont de classe C2 sur R, telles que b1 (0) = b2 (0) et b01 (0) 6= b02 (0).

Sous l'hypothµese b 2 C2
f0g, le modµele ¶etudi¶e appartient µa la classe plus g¶en¶erale des

modµeles r¶eguliers : x ! b (x; r) continue et di®¶erentiable en moyenne quadratique par rap-
port µa r. Dans [12], Kutoyants montre que, pour un modµele r¶egulier, l'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance (E.M.V.) associ¶e µa une observation continue du processus stationnaire
ergodique sur [0; T ] est consistant, asymptotiquement normal µa la vitesse standard

p
T et

asymptotiquement e±cace au sens des estimateurs asymptotiquement minimax selon Hajek
[6] (T ! +1). Notre but est de fournir, dans le cas d'une di®usion µa seuil, une estimation
de r0, consistante et asymptotiquement normale avec une vitesse et une variance asympto-
tique identiques µa celles de l'estimateur du maximum de vraisemblance, mais bas¶ee sur une
observation discr¶etis¶ee µa pas ¯n hn (hn ! 0) du processus : (Xkhn)k=0;n avec nhn = T .
Nous nous basons pour cela sur l'estimateur des Moindres Carr¶es (M.C.) associ¶es au sch¶ema
d'approximation d'Euler.

Lorsque (Xt)t¸0 est ergodique et la fonction de d¶erive est de classe C2 sur R (modµele

C2), les r¶esultats de Florens-Zmirou [5] impliquent la consistance de cet estimateur sous la
condition nhn ! 1 et hn ! 0. Si de plus nh3n ! 0, il est asymptotiquement normal avec
la vitesse

p
nhn et une variance limite ¶egale µa l'inverse de l'information de Fisher. Nous

allons montrer que cet estimateur conserve ses propri¶et¶es asymptotiques sous des conditions
analogues lorsque b 2 C2

f0g, si l'on impose que b soit lipschitzienne .
Nous ¶etablirons en outre que cet estimateur est asymptotiquement ¶equivalent µa l'E.M.V. bas¶e
sur une observation continue de la trajectoire sur [0; T ].

Dans une deuxiµeme partie, nous pr¶esentons le sch¶ema d'approximation d'Euler pour les
di®usions µa seuil. Le x 3 regroupe les hypothµeses et r¶esultats techniques permettant l'¶etude du
comportement asymptotique de l'estimateur d¶eriv¶e des moindres carr¶es et du sch¶ema d'Euler.
Dans la section 4, nous prouvons la consistance de cet estimateur lorsque nhn ! 1 et hn ! 0.
Le x 5 est consacr¶e µa l'¶etude de la loi asymptotique. Le fait que le contraste ne soit pas de classe
C2 sur tout R, nous oblige µa recourir µa un sch¶ema de d¶emonstration di®¶erent des techniques
habituellement utilis¶ees (d¶erivation du contraste au point d'estimation). Nous commen»cons
par ¶etablir la vitesse de convergence de l'estimateur en imposant un premier renforcement de
l'hypothµese de d¶ecroissance de la suite (hn)n vers 0 : si

¡
nh3n

¢
n est born¶ee, nous obtenons une

vitesse de convergence de l'estimateur en
p

nhn. Nous montrons ensuite que l'estimateur est
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asymptotiquement normal, sous la condition suppl¶ementaire nh3n ! 0. Dans la sixiµeme partie,
nous exp¶erimentons les r¶esultats pr¶ec¶edents pour un modµele de di®usion particulier du type
de (2) : un CTAR(1) (modµele AR µa seuil et µa temps continu) µa raccordement continu. Notons
que ces di®usions µa seuil, sans hypothµese de continuit¶e sur la d¶erive, sont ¶etudi¶ees dans [1],
[2] et [8]. Dans le dernier paragraphe, nous comparons l'E.M.V. en temps continu et notre
estimateur. Plus particuliµerement, nous montrons qu'ils sont asymptotiquement ¶equivalents.

2 R¶esultat d'approximation d'Euler pour les modµeles µa seuil

Consid¶erons l' e.d.s. d¶e¯nie par :

dXt = b (Xt)dt + ¾ (Xt)dBt; 0 � t � T (3)

X0 = »

Soit X = (Xt)t2[0;T ] une solution de cette ¶equation sur (; F ;P) et notons E l'esp¶erance sous

P. Pour un modµele C2, le sch¶ema d'approximation d'Euler µa pas ± permet d'approcher le
modµele discret exact avec une erreur de l'ordre OP

¡
±2

¢
[13]. Pour les di®usions µa seuil, le

r¶esultat est le suivant :

Lemme 1 (Sch¶ema d'Euler pour les modµeles µa seuil)
Supposons que :

1. b 2 C2
fag et ¾ est continue sur R.

2. Pour tout t ¸ 0, E
³R t
0 ¾2 (Xu)du

´
< 1 et E

³R t
0 [b0¾]2 (Xu)du

´
< 1.

Alors :

8 t ¸ 0; Xt+± = Xt + ±b (Xt) + ´t + "t

avec :

´t =
Z t+±

t
(t + ± ¡ s)h (Xs)ds +

1

2

£
b0

¡
a+

¢ ¡ b0
¡
a¡

¢¤ Z t+±

t
[Ls (a) ¡ Lt (a)] ds

oµu h (x) = b (x) b0 (x) + 1
2¾

2 (x) b00 (x) et (Lt (a))t¸0 est le temps local de (Xt)t¸0 en a ([10],
p.218). De plus, ("t)t¸0 est une suite de variables de carr¶e int¶egrable, telles que E ["t j Ft] = 0
et d¶e¯nies par :

"t =
Z t+±

t
¾ (Xs)

£
1 + (t + ± ¡ s) b0 (Xs)

¤
dBs

Commentaire :
La di®¶erence entre le cas C2 et le cas µa seuil r¶eside dans l'ordre de grandeur de la variable
d'erreur ´t. Dans le premier cas, elle est en OP

¡
±2

¢
. Ceci n'est plus vrai pour les di®usions µa

seuil du fait de l'apparition du temps local. Cependant, si b est lipschitzienne, on va montrer
que dans les deux cas, E (j´tj) � C±2. Ainsi, lorsque la d¶erive d¶epend d'un paramµetre de
translation r0, qu'il s'agisse d'une di®usion µa seuil ou d'un modµele C2 [5], si nhn ! 1 et
nh3n ! 0, les M.C. associ¶es au sch¶ema d'Euler fournissent un estimateur consistant et asymp-
totiquement normal de r0.
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D¶emonstration du lemme 1 :
La d¶emonstration de ce r¶esultat repose sur le lemme suivant dont la d¶emonstration est donn¶ee
en annexe A.

Lemme 2 Soit (Xt)t¸0 une semi-martingale continue, Xt = X0 + Mt + Vt, et f un ¶el¶ement

de C2
fag. Alors, pour tout t ¸ 0 :

f (Xt) = f (X0) +
Z t

0
f 0 (Xs) dXs +

1

2

Z t

0
f 00 (Xs)d < M >s +

£
f 0

¡
a+

¢ ¡ f 0
¡
a¡

¢¤
Lt (a) (4)

Pour tout t ¸ 0, on a :

Xt+± = Xt + ±b (Xt) +
Z t+±

t
(b (Xs) ¡ b (Xt))ds +

Z t+±

t
¾ (Xs)dBs

Par application du lemme 2, on a pour tout s 2 [t; t + ±] :

b (Xs) ¡ b (Xt) =
Z s

t

¡
b0¾

¢
(Xu)dBu +

Z s

t

µ
bb0 +

1

2
¾2b00

¶
(Xu)du (5)

+
£
b0

¡
a+

¢ ¡ b0
¡
a¡

¢¤
[Ls (a) ¡ Lt (a)]

Donc :

db (Xt) = h (Xt) dt +
¡
b0¾

¢
(Xt)dBt +

£
b0

¡
a+

¢ ¡ b0
¡
a¡

¢¤
dLt (a) (6)

avec h (x) =
³
bb0 + 1

2¾
2b00

´
(x).

D'aprµes (6) et la formule de Ito appliqu¶ee au processus (sb (Xs))s¸0, on a :

(t + ±) b (Xt+±) ¡ tb (Xt) =
Z t+±

t
b (Xs)ds +

Z t+±

t
sdb (Xs)

=
Z t+±

t
b (Xs)ds +

Z t+±

t
s h (Xs)ds

+
Z t+±

t
s

¡
¾b0

¢
(Xs)dBs +

£
b0

¡
a+

¢ ¡ b0
¡
a¡

¢¤ Z t+±

t
s dLs (a)

De plus, si l'on multiplie (5) par (t + ±), on obtient :

(t + ±) b (Xt+±) ¡ (t + ±) b (Xt) =
Z t+±

t
(t + ±)

¡
b0¾

¢
(Xs)dBs +

Z t+±

t
(t + ±)h (Xs) ds

+
£
b0

¡
a+

¢ ¡ b0
¡
a¡

¢¤
[(t + ±)Lt+± (a) ¡ (t + ±) Lt (a)]

En soustrayant membre µa membre les deux ¶egalit¶es pr¶ec¶edentes, on obtient :
Z t+±

t
(b (Xs) ¡ b (Xt)) ds =

Z t+±

t
(t + ± ¡ s)

¡
b0¾

¢
(Xs)dBs +

Z t+±

t
(t + ± ¡ s)h (Xs)ds

=
£
b0

¡
a+

¢ ¡ b0
¡
a¡

¢¤
"
(t + ±)Lt+± (a) ¡ (t + ±) Lt (a) ¡

Z t+±

t
s dLs (a)

#

Or, appliquant la formule de Ito au processus (sLs (a))s¸0, on a :

(t + ±)Lt+± (a) ¡ (t + ±)Lt (a) ¡
Z t+±

t
s dLs (a) =

Z t+±

t
Ls (a)ds ¡ ±Lt (a)

On obtient ainsi le r¶esultat annonc¶e. ¤.
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3 Hypothµeses et r¶esultats pr¶eliminaires

On d¶e¯nit L20 (¹) =
©
f : R ! R; ¹ (f) = 0; ¹

¡
f2

¢
< 1ª

et pour tout p 2 N¤, jjf jjp;¹ =

[¹ (jf jp)] 1p .
Pour k 2 N¤, ¢khnB = Bkhn ¡ B(k¡1)hn repr¶esente l'accroissement brownien entre khn et
(k + 1)hn.
On note pour s 2 [0; T ], bs(r) = b (Xs ¡ r), et pour (a; b) 2 R2, Ma;b = maxfjaj ; jbjg.
On suppose que r0 2 ]a; b[, oµu a et b sont deux r¶eels tels que a < b.
Posons les conditions suivantes (A) :

(A 1) b appartient µa C2
f0g et il existe K > 0 telle que :

8 (x; y) 2 R2; jb (x) ¡ b (y)j � K jx ¡ yj

On suppose de plus que b00 est µa croissance polynomiale.

(A 2) Notons sr0 (x) = exp
³
¡2

R x
r0

b (y ¡ r0)dy
´

la d¶eriv¶ee de la fonction d'¶echelle associ¶ee µa

(1) et supposons que :

Z 1

0
sr0 (x) dx =

Z 0

¡1
sr0 (x)dx = 1 et

Z 1

¡1
[sr0 (x)]¡1 dx = C (r0) < 1

Notons ¹r0 la loi de densit¶e qr0 (x) = [C (r0) sr0 (x)]¡1 par rapport µa la mesure de
Lebesgue.

(A 3) La loi de » est ¹r0.

(A 4) Notons ¼tr0 le semi-groupe associ¶e µa (1).
¹r0 admet des moments de tous ordres et il existe ± > 0 tel que pour tout t ¸ 0, on a :

8f 2 L20 (¹r0) ;
¯̄
¯
¯̄
¯¼tr0f

¯̄
¯
¯̄
¯
2;¹r0

� exp (¡±t) jjf jj2;¹r0

On peut faire les observations suivantes sur (A) :

1. Hansen et Scheinkman donnent dans [7] (proposition 9, p.801) des conditions su±santes
pour v¶eri¯er (A 4). Sous (A 1), (A 2) et (A 3), il su±t de montrer que :

(a) lim infx!+1 qr0 (x) = 0 et limx!+1 1
2b(x¡r0) existe et est ¯nie.

(b) lim infx!¡1 qr0 (x) = 0 et limx!¡1 1
2b(x¡r0) existe et est ¯nie.

Cette hypothµese est par exemple v¶eri¯¶ee pour un CTAR(1) (cf. x 6).

2. Sous (A 1), b0 est born¶ee sur R par K.

3. Soit (Er) l'e.d.s. d¶e¯nie par :

dXt = b (Xt ¡ r) dt + dBt; 0 � t � T

X0 = »
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Si (A 1) est satisfaite alors, pour tout r 2 R, (Er) admet une unique soluton forte
Xr = (Xr

t )t2[0;T ]. Nous noterons P T
r la loi de ce processus (Proposition 0.2.3, [4]).

De plus, le modµele consid¶er¶e ¶etant un modµele de translation, si (A 2) et (A 4) sont
satisfaites relativement µa (1) alors elles restent vraies relativement µa (Er) (8r 2 R).
Ainsi, sous les hypothµeses pr¶ec¶edentes, Xr = (Xr

t )t2[0;T ] est r¶ecurrente positive et ½-
m¶elangeante et ceci quelque soit r 2 R. La condition (A 3) implique que Xr0 =
(Xr0

t )t2[0;T ] est de plus strictement stationnaire.

4. Sous (A 1) et (A 2), u ! b (¢ ¡ u) est d¶erivable en tout point r 2 R dans L2 (¹r), de
d¶eriv¶ee ¡_b (¢ ¡ r) avec :

_b (y) =
h
b0

¡
y+

¢
I(y>0) + b0

¡
y¡

¢
I(y�0)

i
(7)

Cette d¶eriv¶ee u ! ¡_b (¢ ¡ u) est de plus continue en tout point r dans L2 (¹r). On
montre en e®et que :

Z

R

h
b (x ¡ r ¡ h) ¡ b (x ¡ r) + h_b (x ¡ r)

i2
qr (x)dx = o

³
jhj2

´

Z

R

h
_b (x ¡ r ¡ h) ¡ _b (x ¡ r)

i2
qr (x) dx = o (1)

Ce r¶esultat repose sur le lemme 11 (x 5, p.12).

5. Sous les hypothµeses pr¶ec¶edentes, l'information de Fisher asymptotique au point r, I (r),

associ¶ee µa la famille de lois de probabilit¶e
³
P T
r

´
r2]a;b[

est ainsi donn¶ee par :

I (r) =
Z

R

h
_b (x ¡ r)

i2
d¹r (8)

On v¶eri¯e ¶egalement que : 8r; I (r) = I (0) > 0.

Le modµele ¶etant un modµele de translation, on peut raisonner sans perte de g¶en¶eralit¶e en
prenant r0 = 0. Dans la suite, nous noterons : 8 t 2 [0; T ], X0

t = Xt.

Nous terminerons ce paragraphe en ¶enon»cant deux propri¶et¶es et un lemme qui nous servi-
rons par la suite.

Propri¶et¶e 1 Sous (A) et si (hn)n¸0 est born¶ee, il existe une constante1 C telle que, pour
tout k 2 N¤ et tout n, on a :

E

�³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´4¸ � Ch2n

Propri¶et¶e 2 Sous (A), il existe C telle que, pour tout k 2 N¤ et tout n, on a :

E
h¯̄
¯E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i
¡ X(k¡1)hn ¡ hnb(k¡1)hn (0)

¯̄
¯
i

� Ch2n

Les d¶emonstrations de ces propri¶et¶es sont donn¶ees respectivement en annexes B et C.

1Dans la suite, l'ensemble des constantes introduites sont ¯nies et strictement positives.
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Lemme 3 Sous (A), pour toute f dans L20 (¹0), on a, si nhn ! 1 et hn ! 0 :

1

n

nX

k=1

f
³
X(k¡1)hn

´
L2(P)¡! 0

D¶emonstration :

Si f 2 L20 (¹0), on a, du fait de la stationnarit¶e, E
h
1
n

Pn
k=1 f

³
X(k¡1)hn

´i
= 0. En outre, pour

k � j, en utilisant l'in¶egalit¶e de Schwarz et l'hypothµese (A 4) , on a :

jE [f (Xkhn) f (Xjhn)]j = jE [f (Xkhn)E [f (Xjhn) j Fkhn]]j
� jjf jj2;¹0

¯̄
¯
¯̄
¯¼(j¡k)hnr0 f

¯̄
¯
¯̄
¯
2;¹0

� jjf jj22;¹0 exp (¡±(j ¡ k)hn)

D'oµu :

Var

"
1

n

nX

k=1

f
³
X(k¡1)hn

´#
� 1

n2
jjf jj22;¹0

0
@n + 2

X

0�k<j�n
exp (¡±(j ¡ k)hn)

1
A

� 1

n
jjf jj22;¹0

µ
1 + 2

exp (¡±hn)

1 ¡ exp (¡±hn)

¶

Or, si nhn ! 1 et hn ! 0, n (1 ¡ exp (¡±hn)) ! 1. On a donc la convergence annonc¶ee. ¤

4 Etude de la consistance

La fonction d'estimation obtenue en couplant la m¶ethode des M.C. au sch¶ema d'approximation
d'Euler est donn¶ee par :

Un (r) =
1

nh2n

nX

k=1

³
Xkhn ¡ X(k¡1)hn ¡ hnb

³
X(k¡1)hn ¡ r

´´2

Nous allons commencer par v¶eri¯er que Un est bien un contraste au sens de la d¶e¯nition 3.2.7
de [4]. Un s'exprime en autre en fonction de la martingale centr¶ee Mn et du reste Rn d¶e¯nis
par :

Mn(r) =
nX

k=1

b(k¡1)hn (r)
³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´

Rn (r) =
nX

k=1

³
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

´ h
E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i
¡ X(k¡1)hn ¡ hnb(k¡1)hn (0)

i

Ces deux variables statisfont les lemmes suivants qui sont des cons¶equences directes respec-
tivement des propri¶et¶es 1 et 2.

Lemme 4 Sous (A) et si (hn)n¸0 est born¶ee, il existe C telle que pour tout couple (r; s) 2
[a; b]2 et tout n 2 N¤ :

E
h
(Mn (r))2

i
� Cnhn et E

h
(Mn(r) ¡ Mn(s))

2
i

� Cnhn (r ¡ s)2
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et

Lemme 5 Sous (A), il existe C telle que pour tout n 2 N¤ :

8 (v; u) 2 [a; b]2 ; E [jRn (v) ¡ Rn (u)j] � C jv ¡ ujnh2n (9)

8´; ´ 2 [0; b ¡ a] ; E

2
4 sup
jv¡uj�´;(v;u)2[a;b]2

jRn (v) ¡ Rn (u)j
3
5 � C ´ nh2n (10)

8±; ± 2 ]0;Ma;b[ ; E

"
sup

±�jrj�Ma;b;r2[a;b]

¯̄
¯̄Rn (r)

r

¯̄
¯̄
#

� Cnh2n (11)

Utilisant ces deux lemmes, on montre que :

Lemme 6 Sous (A), lorsque nhn ! 1 et hn ! 0, on a :

8 r 2 [a; b] ; Un (r) ¡ Un (0)
L1(P)¡! U (r; 0) =

Z
(b (x ¡ r) ¡ b (x))2 ¹0 (dx)

oµu r ! U (r; 0) est une fonction continue et positive, qui admet un unique minimum en r = 0.

D¶emonstration :
Pour tout r 2 [a; b], on a :

Un(r) ¡ Un(0) =
2

nhn
(Mn(0) ¡ Mn(r)) +

1

n

nX

k=1

³
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

´2
+

2

nhn
Rn (r)

D'oµu, d'aprµes les lemmes 5 et 4 :

E [jUn(r) ¡ Un(0) ¡ U (r; 0)j] � 2

nhn
E [jMn(0) ¡ Mn(r)j] +

2

nhn
E [jRn (r)j]

+ E

"¯̄
¯̄
¯
1

n

nX

k=1

³
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

´2 ¡ U (r; 0)

¯̄
¯̄
¯

#

� C

µ
1p
nhn

+ hn

¶
Ma;b

+ E

"¯̄
¯̄
¯
1

n

nX

k=1

³
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

´2 ¡ U (r; 0)

¯̄
¯̄
¯

#

De plus, le lemme 3 implique que si nhn ! 1 et hn ! 0, on a :

E

"¯̄
¯̄
¯
1

n

nX

k=1

³
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

´2 ¡ U (r; 0)

¯̄
¯̄
¯

#
¡! 0

Pour tout r dans [a; b], on obtient la convergence dans L1 (P) de Un(r) ¡ Un(0) vers U (r; 0).
Montrons que r ! U (r; 0) est une fonction continue qui admet un unique minimum en r = 0.
Par hypothµese, b est lipschitzienne et ¹0 admet des moments de tous ordres. Par application
du th¶eorµeme de Lebesgue, on obtient la continuit¶e de U sur R.
Si l'on suppose qu'il existe ~r tel que ~r 6= 0 et U (~r; 0) = 0, alors pour tout x 2 R, b (x ¡ ~r) =

8



b (x). On a ainsi : b0 (~r+) = limh!0+
b(~r+h)¡b(~r)

h = limh!0+
b(h)¡b(0)

h = b0 (0+) et de même
b0 (~r¡) = b0 (0¡). Or, b0 (~r+) = b0 (~r¡). On obtient donc b0 (0+) = b0 (0¡) ce qui contredit
l'hypothµese b 2 C2

f0g. ¤

Notons brn l'estimateur du minimum de contraste associ¶e µa Un (d¶e¯nition 3.2.7, [4]) :

brn = inf
r2[a;b]

Un (r)

Avant de d¶emontrer la consistance de brn, il nous faut ¶enoncer une version simpli¯¶ee du
th¶eorµeme 19 de Ibragimov et Has'minskii ([9], annexe I, p.372) :

Lemme 7 Soient a et b deux r¶eels tels que a < b. On considµere (Yr)r2[a;b] un processus
continu µa valeurs dans R. On suppose qu'il existe trois constantes ® ¸ ° + 1 > 1 et ¯ > 0
telles que, pour tout couple (r; u) 2 [a; b]2 v¶eri¯ant r + u 2 [a; b], on a :

E [jYrj®] � ¯; E [jYr+u ¡ Yrj®] � ¯ juj°+1

Alors, si on note V (Y;L; ±) = sup fjYr ¡ Yuj ;a � u � r � b; juj � L; jrj � L; r ¡ u � ±g, on
a :

E [V (Y;L; ±)] � C®;°¯
1
®L±

°
®

oµu C®;° est une constante qui ne d¶epend que de ® et °.

Th¶eorµeme 1 Sous (A), si nhn ! 1 et hn ! 0, brn P¡! 0

D¶emonstration :
La d¶emonstration de ce r¶esultat repose sur la v¶eri¯cation des hypothµeses du th¶eorµeme 3.2.8.
de [4]. La compacit¶e de l'espace du paramµetre et les continuit¶es de r ! Un(r) et r ! U(r; 0)
sont bien v¶eri¯¶ees. Pour montrer la consistance de brn, il su±t alors d'exhiber une variable
Vn (´) telle que, pour la fonction V d¶e¯nie au lemme 7 :

8´ � ´0; Vn (´) ¸ V (Un;Ma;b; ´) p.s. et Vn (´)
P¡! Á (´)

oµu Á est une fonction de R+ dans R+ qui v¶eri¯e lim´!0 Á (´) = 0.
Pour tout (r; u), on a :

Un (r) ¡ Un (u) =
2

nhn
(Mn (u) ¡ Mn (r)) +

2

nhn
(Rn (r) ¡ Rn (u))

+
1

n

nX

k=1

h
b(k¡1)hn (u) ¡ b(k¡1)hn (r)

i h
b(k¡1)hn (0) ¡ b(k¡1)hn (r)

i

+
1

n

nX

k=1

h
b(k¡1)hn (u) ¡ b(k¡1)hn (r)

i h
b(k¡1)hn (0) ¡ b(k¡1)hn (u)

i

Pour tout 0 < ´ � b ¡ a, on a donc :

V (Un; Ma;b; ´) � 2

nhn
V (Mn; Ma;b; b ¡ a) +

2

nhn
V (Rn;Ma;b; b ¡ a) + 2K2 (b ¡ a) ´

9



D'aprµes le lemme 4, il existe une constante C ind¶ependante de n telle que, pour tout couple
(r; u) 2 [a; b]2 v¶eri¯ant r + u 2 [a; b], on a :

E
h
M2
n (r)

i
� Cnhn et E

h
(Mn (r + u) ¡ Mn (r))2

i
� Cnhnu

2

Par application du lemme 7, on obtient : 2
nhn

E [V (Mn;Ma;b; b ¡ a)] � C 0pb ¡ a
Ma;bp
nhn

,

oµu C0 est ind¶ependante de n. D'oµu : 2
nhn

V (Mn;Ma;b; b ¡ a)
L1(P)¡! 0.

De plus, le lemme 5 implique que : 2
nhn

V (Rn;Ma;b; b ¡ a)
L1(P)¡! 0.

Posons alors : Vn (´) = 2
nhn

V (Mn;Ma;b; b ¡ a) + 2
nhn

V (Rn;Ma;b; b ¡ a) + 2K2 (b ¡ a) ´.

Compte tenu de ce qui pr¶ecµede, pour tout ´ � b¡a, on a : Vn (´)
L1(P)¡! Á (´) = 2K2´ (b ¡ a). ¤

5 Vitesse de convergence et normalit¶e asymptotique

Enon»cons le r¶esultat de normalit¶e asymptotique de brn :

Th¶eorµeme 2 Sous (A), si (hn)n est telle que nhn ! 1 et nh3n ! 0, et pour I (0) d¶e¯nie en
(8), on a :

p
nhnbrn

L(P)! N
µ
0;

1

I (0)

¶

Du fait de la non r¶egularit¶e du contraste, ce r¶esultat ne peut être obtenu par la m¶ethode
classique (r¶esultat x 3.3.4. de [4]), bas¶ee sur la d¶erivabilit¶e µa l'ordre 2 du contraste et qui
consisterait µa d¶evelopper U 0

n (brn) ¡ U 0
n (0). Ainsi, aprµes avoir identi¯¶e la vitesse de conver-

gence de brn vers 0, nous d¶eveloppons le contraste autour de 0 en mettant en ¶evidence une
d¶ecomposition qui satisfait une propri¶et¶e LAN (Local Asymptotique Normality, cf. [9]).

Comme le montre le th¶eorµeme qui suit, l'identi¯cation de la vitesse de convergence de brn
vers 0 n¶ecessite un premier renforcement de l'hypothµese de d¶ecroissance de la suite (hn)n vers
0 : si

¡
nh3n

¢
n est born¶ee, la suite

¡p
nhnbrn

¢
n¸0 est alors tendue.

Th¶eorµeme 3 Sous (A), si (hn)n est telle que nhn ! 1 et
¡
nh3n

¢
n est born¶ee, alors pour tout

" > 0, il existe H0 > 0 et nH0 2 N¤ tels que pour n ¸ nH0 :

P

µ
jbrnj � H0p

nhn

¶
¸ 1 ¡ "

La d¶emonstration de ce r¶esultat repose sur la transposition d'arguments d¶evelopp¶es par Chan
[3] dans le cadre de modµeles autor¶egressifs µa seuil µa temps discret.
D¶emonstration :
Pour tout ¢ 2 ]0; b[, on a :

P

0
@ inf
¢¸jrj¸ Hp

nhn

(Un(r) ¡ Un(0)) > 0

1
A � P (jbrnj > ¢) + P

µ
jbrnj <

Hp
nhn

¶

10



Du fait de la consistance de brn, pour tout ¢ 2 ]0; b[ et tout " > 0, on sait qu'il existe n¢ 2 N¤
tel que 8n ¸ n¢, P (jbrnj > ¢) � "

2 . Il nous su±t donc de trouver ¢0 > 0 tel que, pour tout
" > 0, il existe H0 > 0 et nH0 2 N¤ qui satisfont pour n ¸ nH0 :

P

0
B@ inf
¢0¸jrj¸ H0p

nhn

(Un(r) ¡ Un(0)) > 0

1
CA ¸ 1 ¡ "

2

On aura alors le r¶esultat attendu en prenant n0H0 = maxfn¢0; nH0g.
Dans le cas oµu r > 0, on a :

Un(r) ¡ Un(0) =
1

n

nX

k=1

³
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

´2
+

2

nhn
(Mn(0) ¡ Mn(r)) +

2

nhn
Rn (r)

¸ r2 inf
¢¸r¸ Hp

nhn

1

n

nX

k=1

Ã
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

r

!2

¡ 2r2 sup
¢¸r¸ Hp

nhn

1

nhn

¯̄
¯̄Mn(0) ¡ Mn(r)

r2

¯̄
¯̄ ¡ 2r2 sup

¢¸r¸ Hp
nhn

1

nhn

¯̄
¯̄Rn (r)

r2

¯̄
¯̄

Or :

Lemme 8 Sous (A), si (hn)n est telle que nhn ! 1 et hn ! 0, 8¢ 2 ]0; b] ; 8" > 0; 8H > 0
et 8´ > 0, il existe n0 tel que, 8n ¸ n0 :

P

0
@ inf
¢¸r¸ Hp

nhn

1

n

nX

k=1

Ã
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

r

!2
¸ Á (¢) ¡ (2 + ¢) ´

1
A ¸ 1 ¡ "

avec Á (¢) = jjb0jj22;¹0 ¡ 4K2q (¢) ¡ ¢G (¢), oµu q et G sont des fonctions continues, crois-
santes, telles que q(0) = 0 et G (0) < 1.

La d¶emonstration de ce r¶esultat est donn¶ee en annexe D.
De plus, on a les deux r¶esultats suivants, d¶emontr¶es en annexes E et F :

Lemme 9 Sous (A), si (hn)n est telle que nhn ! 1 et hn ! 0, pour tout ¢ 2 ]0; b[, " > 0
et tout ´ > 0, il existe H1 > 0 telle que pour H ¸ H1, 9 n1H 2 N¤ tel que, 8n ¸ n1H :

P

0
B@ sup
¢¸r¸ Hp

nhn

1

nhn

¯̄
¯̄Mn(0) ¡ Mn(r)

r2

¯̄
¯̄ > ´

1
CA � " (12)

Lemme 10 Sous (A), si (hn)n est telle que
¡
nh3n

¢
n est born¶ee, pour ¢ 2 ]0; b[, " > 0 et tout

´ > 0, il existe H2 > 0 telle que, 8H ¸ H2, 9 n2H 2 N¤ tel que, 8n ¸ n2H :

P

0
B@ sup
¢¸r¸ Hp

nhn

1

nhn

¯̄
¯̄Rn (r)

r2

¯̄
¯̄ > ´

1
CA � " (13)

11



On obtient donc que, pour tout ¢ 2 ]0; b[, tout " > 0 et tout ´ > 0, il existe

H0 = max fH1;H2g > 0 et nH0 = max
n
n0; n

1
H0

; n2H0

o
tels que, 8n ¸ nH0 :

P

µ
8r 2

�
H0p
nhn

; ¢

¸
; Un (r) ¡ Un (0) ¸ r2 [Á (¢) ¡ (6 + ¢) ´]

¶
¸ 1 ¡ 3"

La fonction ¢ ! Á (¢) est continue et d¶ecroissante avec Á (0) = jjb0jj22;¹0 > 0. Il existe donc

¢0 > 0 tel que Á (¢0) > 0. On choisit alors ´ = Á(¢0)
2(6+¢0)

.

Le cas oµu r 2
h
¡¢;¡ Hp

nhn

h
se traite de maniµere analogue. ¤

Notons que la condition impos¶ee sur la vitesse de d¶ecroissance de (hn)n vers 0 (lemme 10)

r¶esulte de la majoration E
h¯̄
¯´(k¡1)hn

¯̄
¯
i

� Ch2n (cf. annexe C, (29), p.27) oµu
³
´(k¡1)hn

´
k=1;n

sont les erreurs d¶e¯nies au lemme 1.

Comme nous l'avons pr¶ecis¶e, pour ¶etablir la normalit¶e asymptotique de brn, nous adoptons
le type de critµere d¶evelopp¶e par Ibragimov et Has'minskii dans [9]. Le th¶eorµeme 1.2 de [9]
¶etablit la normalit¶e asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque la
vraisemblance du modµele consid¶er¶e satisfait une condition LAN (d¶e¯nition 2.1 [9]). Nous
allons adapter ce r¶esultat µa notre cadre d'¶etude (th¶eorµeme 4).

La suite
¡p

nhnbrn
¢

¶etant born¶ee en probabilit¶e, on d¶e¯nit :

Zn (u) = nhn

µ
Un

µ
up
nhn

¶
¡ Un (0)

¶
(14)

Th¶eorµeme 4 Supposons que, pour tout u, on puisse ¶ecrire :

Zn (u) = 2I (0)u¢n + I (0)u2 + ªn (u) (15)

oµu I (0) est une constante strictement positive. Si de plus :

1. ¢n converge vers la loi normale centr¶ee et de variance 1
I(0) .

2. u ! ªn (u) est continue p.s. et telle que, pour tout B > 0, supjuj�B jªn (u)j tend en
probabilit¶e vers 0 lorsque n ! +1.

Alors :
p

nhnbrn + ¢n
P¡! 0,

p
nhnbrn

L(P)! N
³
0; 1
I(0)

´

La d¶emonstration du th¶eorµeme 4 est donn¶ee en annexe G.
Pour montrer le th¶eorµeme 2, il nous su±t donc d'exhiber une d¶ecomposition de Zn de

la forme (15) telle que les trois termes de ce d¶eveloppement, I (0), ¢n et ªn, satisfont les
hypothµeses du th¶eorµeme 4.

Commen»cons par identi¯er chacun des trois termes qui constituent ce d¶eveloppement.
Nous utilisons pour cela une g¶en¶eralisation de la formule de Taylor dans le cas d'une fonction
de C2

f0g.

Lemme 11 Si b est un ¶el¶ement de C2
f0g, on a pour tout x et tout r :

b (x) ¡ b (x ¡ r) =
h
b0

¡
x+

¢
I(x>0) + b0

¡
x¡

¢
I(x�0)

i
r

¡ £
b0

¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¤ h
(r ¡ x)+ I(x>0) + (x ¡ r)+ I(x�0)

i

¡
Z r

0

Z v

0
b00 (x ¡ u)dudv

12



Ce r¶esultat repose sur le même type d'arguments que ceux d¶evelopp¶es dans la d¶emonstration
du lemme 2 (annexe A-1).

Le premier terme de droite de cette ¶egalit¶e est la fonction _b d¶e¯nie en (7) et nous noterons
par la suite :

¤ (r; x) =
£
b0

¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¤ h
(r ¡ x)+ I(x>0) + (x ¡ r)+ I(x�0)

i
(16)

+
Z r

0

Z v

0
b00 (x ¡ u) dudv

Par application du lemme 11, I (0) ¶etant l'information de Fisher asymptotique ( (8), x 3), on
a :

Zn (u) = 2u
1p
nhn

nX

k=1

_b
³
X(k¡1)hn

´³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´

¡ 2
nX

k=1

¤

µ
up
nhn

; X(k¡1)hn

¶ ³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´

+ u2
Ã

1

n

nX

k=1

³
_b
´2 ³

X(k¡1)hn
´

¡ I (0)

!
+ u2I (0)

¡ 2hn
up
nhn

nX

k=1

_b
³
X(k¡1)hn

´
¤

µ
up
nhn

;X(k¡1)hn

¶

+ hn

nX

k=1

¤2
µ

up
nhn

;X(k¡1)hn

¶
+ 2Rn

µ
up
nhn

¶

Posons :

¢n =
D
(n)
n

I (0)
oµu D

(n)
j =

1p
nhn

jX

k=1

_b
³
X(k¡1)hn

´³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´
; (j = 1; n)

D
(n)
0 = 0

ªn (u) = ¡2
nX

k=1

¤

µ
up
nhn

;X(k¡1)hn

¶ ³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´
+ 2Rn

µ
up
nhn

¶

+ u2
Ã

1

n

nX

k=1

_b2
³
X(k¡1)hn

´
¡ I (0)

!
+ hn

nX

k=1

(¤)2
µ

up
nhn

;X(k¡1)hn

¶

¡ 2u

s
hn
n

nX

k=1

_b
³
X(k¡1)hn

´
¤

µ
up
nhn

; X(k¡1)hn

¶

Il nous reste µa montrer que, sous (A), les termes de cette d¶ecomposition (15) satisfont les
deux conditions du th¶eorµeme 4.

La loi asymptotique de ¢n r¶esulte directement du th¶eorµeme suivant :

Th¶eorµeme 5 Sous (A), lorsque nhn ! 1 et hn ! 0, on a :

D(n)
n

L(P)! N (0; I (0))

13



D¶emonstration :

Sous (A), D(n) =
³
D
(n)
k

´
0�k�n

est une
³
F(k¡1)hn

´
k¸1

-martingale de carr¶e int¶egrable. La

d¶emonstration du th¶eorµeme repose alors sur la v¶eri¯cation des deux hypothµeses du th¶eorµeme
2.8.43 de [4] (p.82).

² On montre que < D >
(n)
n =

Pn
k=1 E

�³
D
(n)
k ¡ D

(n)
k¡1

´2 j F(k¡1)hn
¸
L1(P)! I (0). En e®et :

< D >(n)
n =

1

nhn

nX

k=1

³
_b
´2 ³

X(k¡1)hn
´
E

�³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´2 j F(k¡1)hn
¸

=
1

n

nX

k=1

³
_b
´2 ³

X(k¡1)hn
´

+ Cn

avec :

Cn =
1

nhn

nX

k=1

³
_b
´2 ³

X(k¡1)hn
´
E

2
4

ÃZ khn

(k¡1)hn
bs (0) ¡ E

h
bs (0) j F(k¡1)hn

i
ds

!2
j F(k¡1)hn

3
5

Or, le lemme 3 implique que : 1
n

Pn
k=1

³
_b
´2 ³

X(k¡1)hn
´
L1(P)! I (0).

De plus, par une application de l'in¶egalit¶e de Schwarz, on montre que : E [Cn] � 2K2 jjbjj22;¹0 hn.

On a donc : Cn
L1(P)! 0. D'oµu : < D >

(n)
n

L1(P)! I (0). La premiµere hypothµese du th¶eorµeme
2.8.43 est donc v¶eri¯¶ee avec º (n) = n.

² Il nous faut maintenant montrer que la condition de Lindeberg est satisfaite. Pour tout
" > 0, on obtient par application de l'in¶egalit¶e de Schwarz :

nX

k=1

E

2
4E

2
4
¯̄
¯D(n)

k ¡ D
(n)
k¡1

¯̄
¯
2
I³¯̄

¯D(n)
k
¡D(n)

k¡1

¯̄
¯¸"

´ j F(k¡1)hn

3
5
3
5

� 1

nhn

nX

k=1

E

2
4
³
_b
´4 ³

X(k¡1)hn
´

I³¯̄
¯D(n)

k ¡D(n)
k¡1

¯̄
¯¸"

´
3
5
1
2

E

�³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´4¸ 1
2

Or, d'aprµes la propri¶et¶e 1, il existe C telle que :

E

�³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´4¸ 1
2 � Chn.

De plus, l'in¶egalit¶e de Markov µa l'ordre 1 et la propri¶et¶e 1 impliquent que :

E

2
4
³
_b
´4 ³

X(k¡1)hn
´

I³¯̄
¯D(n)

k
¡D(n)

k¡1

¯̄
¯¸"

´
3
5
1
2

� K2P
³¯̄
¯D(n)

k ¡ D
(n)
k¡1

¯̄
¯ ¸ "

´ 1
2 � K2

µ
CK

"
p

n

¶1
2

On en deduit donc qu'il existe une constante C 0 telle que pour tout n :

nX

k=1

E

2
4E

2
4
¯̄
¯D(n)

k ¡ D
(n)
k¡1

¯̄
¯
2
I³¯̄

¯D(n)
k
¡D(n)

k¡1

¯̄
¯¸"

´ j F(k¡1)hn

3
5

3
5 � C 0

"
1
2n

1
4

14



D'oµu :

nX

k=1

E

2
4

¯̄
¯D(n)

k ¡ D
(n)
k¡1

¯̄
¯
2
I³¯̄

¯D(n)
k ¡D(n)

k¡1

¯̄
¯¸"

´ j F(k¡1)hn

3
5 L1(P)! 0

Puisque la condition de Lindeberg est v¶eri¯¶ee, on obtient bien la convergence en loi an-
nonc¶ee.¤
L'hypothµese 1 du th¶eorµeme 4 est donc satisfaite car par d¶e¯nition ¢n = I (0)¡1D

(n)
n .

La v¶eri¯cation de l'hypothµese 2 du th¶eorµeme 4 repose entre autre sur l'obtention du r¶esultat

suivant : pour tout B > 0, supjuj�B
¯̄
¯Rn

³
up
nhn

´¯̄
¯ P¡! 0. Comme dans le th¶eorµeme 3, c'est

l'ordre de la majoration, E
h¯̄
¯´(k¡1)hn

¯̄
¯
i

� Ch2n, qui va imposer une vitesse de d¶ecroissance de

(hn) vers 0. On a ainsi un nouveau renforcement de l'hypothµese
¡
nh3n

¢
born¶ee.

Th¶eorµeme 6 Sous (A), si nhn ! 1 et nh3n ! 0, on a pour tout B > 0 :

sup
juj�B

jªn (u)j L
1(P)! 0

Notons que la propri¶et¶e satisfaite par la fonction ªn est plus forte que celle requise pour
obtenir le caractµere LAN du contraste en 0.

D¶emonstration :
On a :

sup
juj�B

jªn (u)j � 2 sup
juj�B

¯̄
¯̄
¯
nX

k=1

¤

µ
up
nhn

;X(k¡1)hn

¶ ³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´¯̄
¯̄
¯ (17)

+ 2 sup
juj�B

¯̄
¯̄Rn

µ
up
nhn

¶¯̄
¯̄ (18)

+ B2

¯̄
¯̄
¯
1

n

nX

k=1

³
_b
´2 ³

X(k¡1)hn
´

¡ I (0)

¯̄
¯̄
¯ (19)

+ hn

nX

k=1

sup
juj�B

¤2
µ

up
nhn

;X(k¡1)hn

¶
(20)

+ 2B

s
hn
n

nX

k=1

¯̄
¯ _b

³
X(k¡1)hn

´¯̄
¯ sup
juj�B

¯̄
¯̄¤

µ
up
nhn

;X(k¡1)hn

¶¯̄
¯̄ (21)

Montrons que chacun de ces cinq termes, (17) µa (21), tend vers 0 au sens L1 sous P. Pour
cela, nous utiliserons la propri¶et¶e suivante :

Propri¶et¶e 3 Sous (A), pour tout B > 0, il existe CB > 0 (qui ne d¶epend que de B) telle
que, pour juj � B; jvj � B, et pour n tel que nhn ¸ 1, on a :

E

"µ
¤

µ
up
nhn

;X(k¡1)hn

¶
¡ ¤

µ
vp
nhn

;X(k¡1)hn

¶¶4#
� CB

µ
r ¡ up

nhn

¶4Ã
Q

µ
Bp
nhn

¶
+

1

(nhn)
2

!
(22)

E

"
sup
juj�B

¤2
µ

up
nhn

;X(k¡1)hn

¶#
� CB

1

nhn

µ
Q

µ
Bp
nhn

¶
+

1

nhn

¶
(23)
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oµu Q est une application continue telle que Q (0) = 0.

Ce r¶esultat repose sur la majoration suivante; pour tout x, si juj � B, jvj � B et nhn ¸ 1,
on a :
¯̄
¯̄¤

µ
up
nhn

; x

¶
¡ ¤

µ
vp
nhn

; x

¶¯̄
¯̄ � ¯̄

b0
¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¯̄ ¯̄
¯̄ v ¡ up

nhn

¯̄
¯̄ I³

jxj� Bp
nhn

´ + BGB (x)

¯̄
¯̄v ¡ u

nhn

¯̄
¯̄

avec GB (x) = C (1 + jxj + B)®

Terme (17) : Posons : ¤n (u) =
Pn
k=1¤

³
up
nhn

; X(k¡1)hn
´³

Xkhn ¡ E
h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´
.

Soit n tel que nhn ¸ 1. Appliquant l'in¶egalit¶e de Schwarz et utilisant les propri¶et¶es 1 et
3-(22), on montre que, pour tout B > 0, il existe CB telle que si juj � B et jvj � B :

E
h
(¤n (u) ¡ ¤n (v))2

i
� CB

Ã
Q

µ
Bp
nhn

¶
+

1

(nhn)
2

! 1
2

(v ¡ u)2

et :

E
h
¤2n (u)

i
= E

h
(¤n (u) ¡ ¤n (0))2

i
� BCB

Ã
Q

µ
Bp
nhn

¶
+

1

(nhn)
2

!1
2

De plus, ¤n est un processus continu car, pour tout x, u ! ¤(u; x) est continue. On peut
donc appliquer le lemme 7. Si nhn ¸ 1 et (hn)n est born¶ee, on obtient :

E

"
sup
juj�B

j¤n (u)j
#

� E [V (¤n; B; 2B)] � KB

Ã
Q

µ
Bp
nhn

¶
+

1

(nhn)
2

! 1
4

avec Q
³

Bp
nhn

´
+ 1

(nhn)
2 qui tend vers 0, lorsque nhn ! 1. On a donc, pour tout B > 0,

supjuj�B j¤n (u)j L
1(P)! 0, lorsque nhn ! 1 et (hn)n est born¶ee.

Terme (18) : Utilisant la propri¶et¶e de Lipschitz de b et la propri¶et¶e 2, il existe une constante
¯nie CB telle que pour tout n, nhn ¸ 1 :

E

"
sup
juj�B

¯̄
¯̄Rn

µ
up
nhn

¶¯̄
¯̄
#

� CB

q
nh3n

Si nhn ! 1 et nh3n ! 0, on obtient donc :

sup
juj�B

¯̄
¯̄Rn

µ
up
nhn

¶¯̄
¯̄ L1(P)! 0

Terme (19) : Par application du lemme 3 :

¯̄
¯̄ 1
n

Pn
k=1

³
_b
´2 ³

X(k¡1)hn
´

¡ I (0)

¯̄
¯̄ L1(P)! 0.

Terme (20) : Pour montrer la convergence L1 vers 0 de la variable consid¶er¶ee, il su±t
d'utiliser la propri¶et¶e 3-(23).
Terme (21) : En¯n, par application de l'in¶egalit¶e de Schwarz et de la propri¶et¶e 3-(23), il
existe CB telle que :

E

2
4

s
hn
n

nX

k=1

¯̄
¯ _b

³
X(k¡1)hn

´¯̄
¯ sup
juj�B

¯̄
¯̄¤

µ
up
nhn

;X(k¡1)hn

¶¯̄
¯̄
3
5 � CBK

µ
Q

µ
Bp
nhn

¶
+

1

nhn

¶1
2
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On a donc :
s

hn
n

nX

k=1

¯̄
¯_b

³
X(k¡1)hn

´¯̄
¯ sup
juj�B

¯̄
¯̄¤

µ
up
nhn

; X(k¡1)hn

¶¯̄
¯̄ L1(P)¡! 0

Chacun des cinq termes, (17) µa (21), converge vers 0 au sens L1 sous P; le th¶eorµeme 6 est
donc d¶emontr¶e. ¤

Nous avons donc trouv¶e une d¶ecomposition de Zn du type (15) telle que, sous (A), les con-
ditions du th¶eorµeme 4 sont satisfaites sous la condition nhn ! 1 et nh3n ! 0. Le th¶eorµeme
2 est ainsi d¶emontr¶e.

Notons que, dans [14], le problµeme d'estimation du paramµetre de seuil est ¶egalement trait¶e
pour un modµele autor¶egressif discret du type :

Xk = b (Xk¡1 ¡ r0) + ek

oµu la fonction d'autor¶egression b est dans C2
f0g. Les techniques utilis¶ees dans le cas des

di®usions µa seuil sont alors adapt¶ees pour ¶etudier les propri¶et¶es asymptotiques de l'estimateur
des Moindres Carr¶es Conditionnels de r0.

6 Applications : Modµele CTAR(1)

Dans ce paragraphe, nous allons sp¶eci¯er les r¶esultats pr¶ec¶edents pour un modµele CTAR(1)
([1], [2], [8]) µa raccordement continu d¶e¯ni par :

dXt =
³
¡a1XtI(Xt>0) ¡ a2XtI(Xt�0)

´
dt + dBt (24)

Dans ce cas, le paramµetre de seuil est r0 = 0. Commen»cons par examiner les conditions (A).
(A 1) est ais¶ement v¶eri¯¶ee.
La d¶eriv¶ee de la fonction d'¶echelle associ¶ee µa (24) est donn¶ee par :

s0 (x) = exp
³
a1x

2
´

I(x>0) + exp
³
a2x

2
´

I(x�0)

(A 2) est ainsi satisfaite si et seulement si a1 > 0 et a2 > 0. La densit¶e de la loi invariante
¹0 est :

q0 (x) =

Ã p
a2p

a1 +
p

a2

!
2

r
a1
¼

exp
³
¡a1x

2
´

I(x>0) +

Ã p
a1p

a1 +
p

a2

!
2

r
a2
¼

exp
³
¡a2x

2
´

I(x�0)

On v¶eri¯e facilement que I (0) =
³p

a2a21+
p
a1a22p

a1+
p
a2

´
et que I (0) > 0 pour a1 > 0 et a2 > 0.

D'aprµes la remarque 1 faite au x 3, (A4) est satisfaite si a1 > 0 et a2 > 0. On a en e®et :

lim
jxj!+1

q0 (x) = 0; lim
jxj!+1

1

2b (x)
= 0

Etude exp¶erimentale par simulation :
Nous prendrons comme domaine de recherche de r0, l'intervalle [a; b] avec a = ¡4 et b = 5.
Pour simuler le point initial X0 (!) selon la loi ¹0 (A 3), on se base sur la propri¶et¶e suivante :
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Propri¶et¶e 4 Soient U une v.a. uniforme sur [0; 1] et X une v.a. gaussienne centr¶ee r¶eduite.
On suppose que U et X sont ind¶ependantes. Posons :

Y =
1p
2a1

I³
0�U�

p
a2p

a1+
p
a2

´ ¡ 1p
2a2

I³ p
a2p

a1+
p
a2
�U�1

´

Alors, la v.a. Z d¶e¯nie par Z = Y jXj suit la loi ¹0.

Pour a1 = 1, a2 = 2 et r0 = 0, nous simulons n observations µa partir d'un sch¶ema d'Euler
µa pas hn

100 . Comme le r¶esultat de normalit¶e asymptotique de brn est obtenu pour une suite

(hn) telle que nh3n ! 0, nous avons choisi hn = (n ln (ln (n)))¡
1
3 . On a alors pour n = 5000,

hn ' 0:04536 et T = nhn ' 226:83.
Cette ¶etude num¶erique est men¶ee en supposant dans un premier temps les paramµetres a1 et
a2 connus. Nous calculons N = 100 estimations ind¶ependantes du paramµetre de seuil. Nous
notons rN = 1

N

PN
i=1 brin la moyenne empirique et SN = 1

N¡1
PN
i=1

¡
brin ¡ rN

¢2
la variance em-

pirique des estimations. rN est µa comparer µa r0 = 0 et TSN µa 1
I(0) = 1+

p
2

4+
p
2

' 0:4459.

Nous compl¶etons cette ¶etude num¶erique en testant la normalit¶e N
³
0; 1
I(0)

´
de la loi limite

des
³p

T brin
´
i=1;N

par un test du Khi-Deux. Pour ce faire, on choisit 20 classes Ci = ]bi¡1; bi],

avec b0 = ¡1 et b20 = +1, sur lesquelles la loi N
³
0; 1
I(0)

´
a une probabilit¶e pi ' 0; 05.

Pour tout i = 1; 20, on note Ni =
PN
j=1 I(

p
nhnbrjn2]bi¡1;bi]) l'e®ectif observ¶e pour la classe Ci,

l'e®ectif th¶eorique ¶etant Npi. On d¶e¯nit alors KN =
PN
i=1

(Ni¡Npi)2
Npi

. Si la loi limite est la

loi N
³
0; 1
I(0)

´
, la loi de KN est un Khi-Deux µa 19 degr¶es de libert¶e. La zone de rejet choisie

pour un risque de premiµere espµece de 5% est fKN > 30:1g.

Dans un deuxiµeme temps, nous nous placerons dans le cas oµu a1 et a2 sont ¶egalement des
paramµetres µa estimer. Pour r ¯x¶e tel que mink=1;nX(k¡1)hn � r < maxk=1;nX(k¡1)hn, les
estimateurs du minimum de contraste de a1 et a2 associ¶es µa Un sont :

ca1n (r) =
1

hn

Pn
k=1

³
r ¡ X(k¡1)hn

´ ³
Xkhn ¡ X(k¡1)hn

´
I(X(k¡1)hn>r)

Pn
k=1

³
r ¡ X(k¡1)hn

´2
I(X(k¡1)hn>r)

ca2n (r) =
1

hn

Pn
k=1

³
r ¡ X(k¡1)hn

´ ³
Xkhn ¡ X(k¡1)hn

´
I(X(k¡1)hn�r)

Pn
k=1

³
r ¡ X(k¡1)hn

´2
I(X(k¡1)hn�r)

On remplace alors dans le contraste a1 et a2 par leur r-estimation et on minimise en r la
fonction ainsi construite. L'estimation brn ¶etant obtenue, on estime a1 et a2 par ca1n (brn) et
ca2n (brn). Nous indicerons par ¤ les r¶esultats obtenus relativement µa cette proc¶edure d'esti-
mation.
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Figure 1: Histogramme des estimateurs (nhn)
1
2 (br¤n ¡ r0) lorsque a1 = 1 et a2 = 2 sont

suppos¶es connus.

Figure 2: Histogramme des estimateurs (nhn)
1
2 (br¤n ¡ r0) lorsque a1 = 1 et a2 = 2 sont estim¶es.

Figure 3: Histogramme des estimateurs (nhn)
1
2 (ba1 n ¡ a1) lorsque a1 = 1 et a2 = 2.
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r0 rN I (0)¡1 TSN
0 ¡0:001974 0.4459 0.397615

Table 1: Moyenne et variance empiriques du paramµetre de seuil pour N = 100 lorsque a1 = 1
et a2 = 2 sont connus.

a1N a2N r¤N TS¤N
1.016415 1.969189 0.004132 1.689259

Table 2: Moyennes empiriques des estimateurs de a1, a2 et r0 pour N = 100 et a1 = 1, a2 = 2
et r0 = 0.

Conclusion :
Que a1 et a2 soient estim¶es ou non, les moyennes empiriques pour le paramµetre de seuil ap-
prochent r0 avec une pr¶ecision de l'ordre de 10¡3. Alors que la variance empirique est proche
de la variance th¶eorique si a1 et a2 sont connus, elle s'en ¶eloigne naturellement lorsque a1 et
a2 doivent être estim¶es, et cela bien que ces estimations soient en moyenne proches µa 10¡2

prµes des vraies valeurs des paramµetres a1 et a2. Lorsque a1 = 1 et a2 = 2 sont connus, le
test du Khi-Deux nous permet de con¯rmer, au niveau 5%, que la loi limite commune des¡p

nhnbrin
¢
i=1;N est la loi N

³
0; 1
I(0)

´
. On trouve en e®et KN ' 22:59.

Pour ce modµele µa seuil particulier, lorsque a1 et a2 ne sont pas estim¶es, les r¶esultats num¶eriques
sont conformes aux r¶esultats th¶eoriques ¶enonc¶es aux x 4 et x 5.
Si on se r¶efµere µa [3], on peut conjecturer que l'estimateur du minimum de contraste (ca1n; ca2n; brn)
associ¶e µa (a1; a2; r0) est tel que (ca1n; ca2n) est asymptotiquement normal avec une vitesse stan-
dard et ind¶ependant de brn, la loi asymptotique de brn n'¶etant pas a®ect¶ee par l'estimation de
(a1; a2).

Figure 4: Histogramme des estimateurs (nhn)
1
2 (ba2 n ¡ a2) lorsque a1 = 1 et a2 = 2.
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7 Comparaison de l'estimateur du maximum de vraisemblance
et de l'estimateur du minimum de contraste

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que l'estimateur du minimum de contraste est
asymptotiquement ¶equivalent µa l'estimateur du maximum de vraisemblance bas¶e sur une
observation continue (Xt)t2[0;T ] du processus solution.

La log-vraisemblance continue est donn¶ee par :

LT (r) = ln

Ã
PT
r

PT
0

!
(X) =

Z T

0
[b (Xt ¡ r) ¡ b (Xt)] dXt ¡

1

2

Z T

0

h
b2 (Xt ¡ r) ¡ b2 (Xt)

i
dt

Un estimateur du maximum de vraisemblance est d¶e¯ni comme une solution brT de l'¶equation :

¡LT (brT ) = inf
r2[a;b]

(¡LT (r))

Dans le cadre g¶en¶eral d'une di®usion ergodique, de d¶erive d¶erivable par rapport au paramµetre

en tout point r 2 ]a; b[ dans L2 (¹r), Kutoyants prouve que
³
PT
r

´
r2]a;b[

est LAN en r sur tout

]a; b[ avec la fonction de normalisation ©T (r) = 1p
TI(r)

(d¶e¯nition 1.2.1 et th¶eorµeme 3.3.8,

[12]). Sous des conditions suppl¶ementaires, l'estimateur du maximum de vraisemblance est
consistant, asymptotiquement normal µa la vitesse

p
T et asymptotiquement e±cace au sens

des estimateurs asymptotiquement minimax selon Hajek (th¶eorµeme 3.4.4, [12]).

L'hypothµese de translation faite sur le modµele et (A) permettent de v¶eri¯er l'ensemble des
conditions d'application de ces deux r¶esultats. Pour r = 0, on a en particulier :

8u; ZT (u) = ¡
µ

LT

µ
up
T

¶
¡ LT (0)

¶
= 2I (0)u¢T + I (0) u2 + ªT (u)

avec, lorsque T ! +1 :

¢T =
1p

TI (0)

Z T

0

_b (Xt) [dXt ¡ b (Xt)dt]
L(P)¡! N

µ
0;

1

I (0)

¶

8u; ªT (u)
P¡! 0

On a de plus :

brT P¡! 0;
p

T brT
L(P)¡! N

µ
0;

1

I (0)

¶

lim
´!0

lim
T!+1

sup
jrj<´

E
h
T (brT ¡ r)2

i
=

1

I (0)
(25)

La relation (25) prouve l'e±cacit¶e asymptotique de brT au sens de Hajek. Cette ¶egalit¶e im-
plique en particulier que T ! +1 [6] :

p
T brT + ¢T

P¡! 0 (26)

Ce r¶esultat va nous permettre de montrer que brT et brn sont asymptotiquement ¶equivalents :
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Th¶eorµeme 7 Sous (A), lorsque T = nhn ! +1 et nh3n ! 0, on a :

p
T (brT ¡ brn) P¡! 0

En e®et :
p

T (brT ¡ brn) =
³p

T brT + ¢T

´
+ (¢n ¡ ¢T ) ¡

³p
nhnbrn + ¢n

´

avec (26) et le r¶esultat du th¶eorµeme 4 :

si nhn ! +1 et nh3n ! 0;
p

nhnbrn + ¢n
P¡! 0

Pour compl¶eter la d¶emonstation du th¶eorµeme 7, il su±t donc d'¶etablir que :

Lemme 12 Sous (A), lorsque T = nhn ! +1 et hn ! 0, on a :

¢n ¡ ¢T
P¡! 0

D¶emonstration :

¢T ¡ ¢n =
1p

TI (0)

nX

k=1

Z khn

(k¡1)hn

h
_b (Xt) ¡ _b

³
X(k¡1)hn

´i
dBt

¡ 1p
nhnI (0)

nX

k=1

_b
³
X(k¡1)hn

´Z khn

(k¡1)hn

h
b (Xt) ¡ E

h
b (Xt) j F(k¡1)hn

ii
dt

1. Nous commencerons par montrer que :

Sn =
1p

TI (0)

nX

k=1

Z khn

(k¡1)hn

h
_b (Xt) ¡ _b

³
X(k¡1)hn

´i
dBt

L2(P)¡! 0

On a :

_b (y) ¡ _b (x) =
Z max(y;x)

min(x;y)
b00 (u)du ¡ £

b0
¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¤ ³
IR¡ (x) IR+¤

(y) + IR¡ (y) IR+¤
(x)

´

Sous (A 1), on obtient la majoration suivante :
¯̄
¯_b (y) ¡ _b (x)

¯̄
¯ � C (1 + jxj + jyj)® +

¯̄
b0

¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¯̄ ³
IR¡ (x) IR+¤

(y) + IR¡ (y) IR+¤
(x)

´

On en d¶eduit donc que :

E
h
S2n

i
� n

nhnI (0)2
C2

Z hn

0
E

h
(1 + jXtj + jX0j)2® jXt ¡ X0j2

i
dt

+
2 jb0 (0+) ¡ b0 (0¡)j2

I (0)2
P

Ã
sup
jtj�hn

jXt ¡ X0j > 0

!

Par l'in¶egalit¶e de Schwarz, on a :

E
h
(1 + jXtj + jX0j)2® jXt ¡ X0j2

i
� E

h
(1 + jXtj + jX0j)4®

i 1
2 E

h
jXt ¡ X0j4

i1
2
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Utilisant le r¶esultat du problµeme 3.15 de [10] (p.306), sous (A 1) et ¹0 admettant des
moments de tous ordres, il existe une constant M ¯nie telle que :

8t 2 [0; 1] ; E
h
(1 + jXtj + jX0j)4®

i
� M; E

h
jXt ¡ X0j4

i
� Mt

D'oµu :

E
h
S2n

i
� 2C2M

p
hn

3I (0)3
+

2 jb0 (0+) ¡ b0 (0¡)j2

I (0)2
P

Ã
sup
jtj�hn

jXt ¡ X0j > 0

!

Par continuit¶e de t ! Xt (!), on montre que : limn!+1P
³
supjtj�hn jXt ¡ X0j > 0

´
=

0. On a donc le r¶esultat annonc¶e.

2. Nous allons montrer que :

Tn =
1p

nhnI (0)

nX

k=1

_b
³
X(k¡1)hn

´Z khn

(k¡1)hn

h
b (Xt) ¡ E

h
b (Xt) j F(k¡1)hn

ii
dt

L1(P)¡! 0

Utilisant la remarque 2 (x3), on a :

E [jTnj] � Kp
nhnI (0)

nX

k=1

Z khn

(k¡1)hn
E

h¯̄
¯b (Xt) ¡ E

h
b (Xt) j F(k¡1)hn

i¯̄
¯
i
dt

� 2K
p

hn
I (0)

jjbjj1;¹0

On obtient la convergence annonc¶ee.

¢T ¡¢n converge en probabilit¶e vers 0 puisqu'elle se d¶ecompose comme la di®¶erence de deux
variables qui convergent en probabilit¶e vers 0. ¤
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A D¶emonstration du lemme 2

Dans la suite, on note : Sh (a) = h (a+) ¡ h (a¡)

1. Montrons que si f 2 C2
fag, f est la di®¶erence de deux fonctions convexes.

Soit x < a. Pour tout y 2 R, on d¶e¯nit G (y) =
R y
x f 00 (u)du.

Int¶egrant par parties, on obtient :

8 t > 0; G (a + t) = f 0 (a + t) ¡ f 0 (x) ¡ Sf 0 (a)

De plus :
G (a ¡ t) = f 0 (a ¡ t) ¡ f 0 (x)

On a donc :

8y 2 R; G (y) = f 0
¡
y¡

¢ ¡ f 0 (x) ¡ Sf 0 (a) I(a<y) (27)

D'oµu :

8z 2 R;

Z z

x
G (y)dy = f(z) ¡ f(x) ¡ f 0(x) (z ¡ x) ¡ Sf 0 (a) (z ¡ a)+

Donc :

f(z) = f1(z) ¡ f2(z)

f1(z) = f(x) + f 0(x) (z ¡ x) +
£
Sf 0 (a)

¤+ (z ¡ a)+ +
Z z

x

Z y

x

£
f 00(u)

¤+
dudy

f2(z) =
£
Sf 0 (a)

¤¡ (z ¡ a)+ ¡
Z z

x

Z y

x

£
f 00(u)

¤¡
dudy

f1 et f2 ¶etant des fonctions convexes, on a le r¶esultat annonc¶e.

2. Pour achever la d¶emonstration du lemme 2, on applique le changement de variable
g¶en¶eralis¶e µa f1 et f2 ( th¶eorµeme 7.1 [10], p.218 ). On obtient :

f (Xt) = f (X0) +
Z t

0
f 0 (Xs)dXs +

Z

R
Lt(x)º (dx)

oµu º est la mesure d¶e¯nie par º ([u; v[) = f 0 (v¡) ¡ f 0 (u¡). Or, d'aprµes l'¶equation (27),
on a pour u < v :

f 0
¡
v¡

¢ ¡ f 0
¡
u¡

¢
= Sf 0 (a) ±a ([u; v[) +

Z v

u
f 00(t)dt

On obtient ainsi :

f (Xt) = f (X0) +
Z t

0
f 0 (Xs)dXs +

Z

R
Lt(x)f 00 (x)dx + Sf 0 (a) Lt (a)

avec :
R
R Lt(x)f 00 (x)dx = 1

2

R t
0 f 00 (Xs)d < M >s ([10], p.218).

On a donc le d¶eveloppement annonc¶e. ¤
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B D¶emonstration de la propri¶et¶e 1

Soient k et n quelconques. On a :

Xkhn ¡ E
h
Xkhn j F(k¡1)hn

i
= ¢khnB +

Z khn

(k¡1)hn

³
bs (0) ¡ E

h
bs (0) j F(k¡1)hn

i´
ds

Or, pour tous r¶eels x et y, (x + y)4 � 8
¡
x4 + y4

¢
. Donc :

³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´4 � 8

2
4(¢khnB)4 +

ÃZ khn

(k¡1)hn

³
bs (0) ¡ E

h
bs (0) j F(k¡1)hn

i´
ds

!43
5

Par une double application de l'in¶egalit¶e de Schwarz, on obtient :

ÃZ khn

(k¡1)hn

³
bs (0) ¡ E

h
bs (0) j F(k¡1)hn

i´
ds

!4
� h3n

Z khn

(k¡1)hn

³
bs (0) ¡ E

h
bs (0) j F(k¡1)hn

i´4
ds

� 8h3n

Z khn

(k¡1)hn

³
b4s (0) + E

h
b4s (0) j F(k¡1)hn

i´
ds

En passant µa l'esp¶erance sous la loi invariante ¹0, on a :

E

2
4
ÃZ khn

(k¡1)hn

³
bs (0) ¡ E

h
bs (0) j F(k¡1)hn

i´
ds

!43
5 � 16h4n jjbjj44;¹0 (28)

De plus :

E
h
(¢khnB)4

i
= 3h2n

Si (hn)n est born¶ee, il existe une constante C ¯nie telle que :

E

�³
Xkhn ¡ E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i´4¸ � Ch2n

On a le r¶esultat annonc¶e. ¤

C D¶emonstration de la propri¶et¶e 2

D'aprµes le lemme 1, on a :

¯̄
¯´(k¡1)hn

¯̄
¯ �

Z khn

(k¡1)hn
(khn ¡ s) jh (Xs)j ds + hn

¯̄
b0

¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¯̄ ³
Lkhn (0) ¡ L(k¡1)hn (0)

´

car s ! Ls (0) est un processus croissant. D'oµu :

E
h¯̄
¯´(k¡1)hn

¯̄
¯
i

�
Z khn

(k¡1)hn
(khn ¡ s)E [jh (Xs)j] ds

+ hn
¯̄
b0

¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¯̄
E

h³
Lkhn (0) ¡ L(k¡1)hn (0)

´i
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Compte tenu du fait que ¹0 est la loi invariante, qu'elle admet des moments de tous ordres
et que h est µa croissance polynomiale, on a :

Z khn

(k¡1)hn
(khn ¡ s)E [jh (Xs)j] ds �

jjhjj1;¹0
2

h2n

De plus, d'aprµes la formule de Tanaka-Meyer ([10], p.220), on a :

jXt+sj = jXtj +
Z t+s

t
sign (Xu) dBu +

Z t+s

t
sign (Xu) b (Xu)du + Lt+s (0) ¡ Lt (0)

On obtient donc en passant µa l'esp¶erance sous la loi invariante :

E
h³

Lkhn (0) ¡ L(k¡1)hn (0)
´i

=
Z khn

(k¡1)hn
E [sign (Xu) b (Xu)] du

� jjbjj1;¹0 hn

De ce qui pr¶ecµede, on d¶eduit que :

E
h¯̄
¯´(k¡1)hn

¯̄
¯
i

� Ch2n (29)

oµu C est une constante ¯nie ind¶ependante de n. Pour conclure, il su±t de constater que
d'aprµes le lemme 1, on a pour tout k :

E
h
Xkhn j F(k¡1)hn

i
¡ X(k¡1)hn ¡ hnb(k¡1)hn (0) = E

h
´(k¡1)hn j F(k¡1)hn

i

Or :

E
h¯̄
¯E

h
´(k¡1)hn j F(k¡1)hn

i¯̄
¯
i

� E
h¯̄
¯´(k¡1)hn

¯̄
¯
i

Donc :

E
h¯̄
¯E

h
Xkhn j F(k¡1)hn

i
¡ X(k¡1)hn ¡ hnb(k¡1)hn (0)

¯̄
¯
i

� Ch2n

¤

D D¶emonstration du lemme 8

D'aprµes le lemme 11, on a pour ¢ ¸ r > 0 et tout x :

b (x) ¡ b (x ¡ r) = rb0
¡
x¡

¢ ¡ ¡
b0

¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¢
(r ¡ x) I(0�x�r) ¡ r2

Z 1

0

Z t

0
b00 (x ¡ rs)dsdt

On a donc :

(b (x) ¡ b (x ¡ r))2 ¸ r2
¡
b0

¡
x¡

¢¢2 ¡ 2r2
¯̄
b0

¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¯̄ ¯̄
b0

¡
x¡

¢¯̄
I(0�x�¢)

¡ 2r3
£¯̄

b0
¡
x¡

¢¯̄
+

¯̄
b0

¡
0+

¢ ¡ b0
¡
0¡

¢¯̄¤ Z 1

0

Z t

0

¯̄
b00 (x ¡ rs)

¯̄
dsdt

Par hypothµese, b00 est µa croissance polynomiale, il existe donc ® > 0 et C ¯nie telles que, pour
tout x 2 R :

8r 2 [0;¢] ;
Z 1

0

Z t

0

¯̄
b00 (x ¡ rs)

¯̄
dsdt � C (1 + jxj + j¢j)®
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De plus, pour tout x 2 R, jb0 (x)j � K. D'oµu, pour H > 0 et n ¸ n¢H = inf
n
n 2 N¤; Hp

nhn
� ¢

o
:

inf
¢¸r¸ Hp

nhn

µ
b (x) ¡ b (x ¡ r)

r

¶2
¸ ¡

b0
¡
x¡

¢¢2 ¡ g¢1 (x) ¡ ¢g¢2 (x)

avec :
g¢1 (x) = 4K2I(0�x�¢)

et
g¢2 (x) = 4KC (1 + jxj + j¢j)®

On a donc, si H > 0 et n ¸ n¢H :

inf
¢¸r¸ Hp

nhn

1

n

nX

k=1

Ã
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

r

!2
¸ 1

n

nX

k=1

³
b0

³
X¡
(k¡1)hn

´´2 ¡ G1
n (¢) ¡ ¢G2

n (¢)

oµu : Gi
n (¢) = 1

n

Pn
k=1 g¢i

³
X(k¡1)hn

´
(i=1,2).

Sous (A), (b0)2, g¢1 et g¢2 sont dans L2 (¹0). On peut alors d¶e¯nir Gi (¢) = ¹0
³
g¢i

´
(i=1,2)

et appliquer le lemme 3 µa chacune de ces variables. Par cons¶equent, pour tout " > 0 et tout
´ > 0, il existe n0 tel que 8n ¸ n0 :

P

Ã¯̄
¯̄
¯
1

n

nX

k=1

³
b0

³
X¡
(k¡1)hn

´´2 ¡ ¯̄¯̄
b0

¯̄¯̄2
2;¹0

¯̄
¯̄
¯ � ´

!
¸ 1 ¡ "

3

i = 1; 2; P
³¯̄
¯Gi
n (¢) ¡ Gi (¢)

¯̄
¯ � ´

´
¸ 1 ¡ "

3

On a donc :

P

Ã
8 i = 1; 2;

¯̄
¯Gi
n (¢) ¡ Gi (¢)

¯̄
¯ � ´;

¯̄
¯̄
¯
1

n

nX

k=1

³
b0

³
X¡
(k¡1)hn

´´2 ¡ ¯̄¯̄
b0

¯̄¯̄2
¹0

¯̄
¯̄
¯ � ´

!
¸ 1 ¡ "

Or :

inf
¢¸r¸ Hp

nhn

1

n

nX

k=1

Ã
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

r

!2
¸

¯̄¯̄
b0

¯̄¯̄2
2;¹0

¡ G1 (¢) ¡ ¢G2 (¢)

¡
¯̄
¯̄
¯
1

n

nX

k=1

³
b0

³
X¡
(k¡1)hn

´´2 ¡ ¯̄¯̄
b0

¯̄¯̄2
2;¹0

¯̄
¯̄
¯

¡
¯̄
¯G1
n (¢) ¡ G1 (¢)

¯̄
¯ ¡ ¢

¯̄
¯G2

n (¢) ¡ G2 (¢)
¯̄
¯

¸ ¯̄¯̄
b0

¯̄¯̄2
2;¹0

¡ 4K2q (¢) ¡ ¢G2 (¢)

¡
¯̄
¯̄
¯
1

n

nX

k=1

³
b0

³
X¡
(k¡1)hn

´´2 ¡ ¯̄¯̄
b0

¯̄¯̄2
2;¹0

¯̄
¯̄
¯

¡
¯̄
¯G1
n (¢) ¡ G1 (¢)

¯̄
¯ ¡ ¢

¯̄
¯G2

n (¢) ¡ G2 (¢)
¯̄
¯

avec : q (¢) =
R¢
0 ¹0 (dx). Donc pour " > 0, ´ > 0 et H > 0, il existe n1 = max

n
n0; n

¢
H

o
tel

que 8n ¸ n1 :

P

0
@ inf
¢¸r¸ Hp

nhn

1

n

nX

k=1

Ã
b(k¡1)hn(0) ¡ b(k¡1)hn (r)

r

!2
¸ Á (¢) ¡ (2 + ¢) ´

1
A ¸ 1 ¡ "
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avec Á (¢) = jjb0jj22;¹0 ¡ 4K2q (¢) ¡ ¢G (¢), G = G2. ¤

E D¶emonstration du lemme 9

La d¶emonstration de (12) s'inspire de la d¶emarche d¶evelopp¶ee par Chan [3].

Pour tout d > 1, H > 0 et n 2 N¤, on d¶e¯nit I (d;H;n) =
n
i 2 N; di+1Hp

nhn
� b

o
et, pour

¢ 2 ]0; b], N (¢; d;H) = inf
n
n 2 N¤; dHp

nhn
� ¢; nhn ¸ 1 et hn � 1

o
.

Montrons que, pour " > 0, ´ > 0 et d > 1, il existe H0 > 0 telle que 8H ¸ H0 et 8n ¸
N (b; d;H), on a :

P

0
B@ sup
i2I(d;H;n)

1

nhn

¯̄
¯̄
¯̄
¯

Mn(0) ¡ Mn

³
diHp
nhn

´

³
diHp
nhn

´2

¯̄
¯̄
¯̄
¯
> ´

1
CA � " (30)

On a :

P

0
B@ sup
i2I(d;H;n)

1

nhn

¯̄
¯̄
¯̄
¯

Mn(0) ¡ Mn

³
diHp
nhn

´

³
diHp
nhn

´2

¯̄
¯̄
¯̄
¯
> ´

1
CA �

X

i2I(d;H;n)
P

0
B@

1

nhn

¯̄
¯̄
¯̄
¯

Mn(0) ¡ Mn

³
diHp
nhn

´

³
diHp
nhn

´2

¯̄
¯̄
¯̄
¯
> ´

1
CA

Or, le lemme 4 implique qu'il existe C, une constante ¯nie qui ne d¶epend que de a et b, telle
que :

8n ¸ N (b; d;H) ; 8i 2 I (d; H; n) ; E

2
64

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1

nhn

Mn(0) ¡ Mn

³
diHp
nhn

´

³
diHp
nhn

´2

¯̄
¯̄
¯̄
¯

23
75 � C

(d2)iH2

D'oµu :

8n ¸ N (b; d;H) ; P

0
B@ sup
i2I(d;H;n)

¯̄
¯̄
¯̄
¯

1

nhn

Mn(0) ¡ Mn

³
diHp
nhn

´

³
diHp
nhn

´2

¯̄
¯̄
¯̄
¯
> ´

1
CA � C

(1 ¡ d¡2) ´2H2

Pour obtenir le r¶esultat souhait¶e (30), il su±t de prendre H ¸ H0 =
q

C
(1¡d¡2)´2"2 .

Nous allons montrer que, pour " > 0, ´ > 0 et d > 1, il existe H0 > 0 telle que, 8H ¸ H0 et
8n ¸ N (b; d;H), on a :

P

0
BB@ sup
i2I(d;H;n)

sup

r2
h

diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1

³
diHp
nhn

´2
1

nhn

¯̄
¯̄
¯Mn (r) ¡ Mn

Ã
diHp
nhn

!¯̄
¯̄
¯ > ´

1
CCA � " (31)

Pour tout i 2 I (d;H; n) et tout r 2
h
diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
, on a :

1
³
diHp
nhn

´2
1

nhn

¯̄
¯̄
¯Mn (r) ¡ Mn

Ã
diHp
nhn

!¯̄
¯̄
¯ =

1

(d2)i H2

¯̄
¯̄
¯Mn (r) ¡ Mn

Ã
diHp
nhn

!¯̄
¯̄
¯

� 1

(d2)i H2
V

Ã
Mn;

di+1Hp
nhn

;
di (d ¡ 1)Hp

nhn

!
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Or, par application des lemmes 4 et 7, on sait qu'il existe une constante C ¯nie, ind¶ependante
de n, i, H et d, telle que :

E

"
V

Ã
Mn;

di+1Hp
nhn

;
di (d ¡ 1)Hp

nhn

!#
� C

p
nhn

di+1Hp
nhn

s
di (d ¡ 1)Hp

nhn

� C
³
diH

´ 3
2 d

s
d ¡ 1p

nhn

D'oµu :

E

2
664 sup

r2
h

diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1

³
diHp
nhn

´2
1

nhn

¯̄
¯̄
¯Mn (r) ¡ Mn

Ã
diHp
nhn

!¯̄
¯̄
¯

3
775 � C

¡
diH

¢ 3
2 d

p
d ¡ 1

(diH)2 (nhn)
1
4

� Cd
p

d ¡ 1p
diH (nhn)

1
4

Or, n ¸ N (b; d; H) :

E

2
664 sup

r2
h

diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1

³
diHp
nhn

´2
1

nhn

¯̄
¯̄
¯Mn (r) ¡ Mn

Ã
diHp
nhn

!¯̄
¯̄
¯

3
775 � Cd

p
d ¡ 1p

diH

oµu C < 1 est ind¶ependante de n, i, d et H. En appliquant l'in¶egalit¶e de Markov µa l'ordre 1,
on montre que, pour ´ > 0 et n ¸ N (b; d; H) :

P

0
BB@ sup
i2I(d;H;n)

sup

r2
h

diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1

³
diHp
nhn

´2
1

nhn

¯̄
¯̄
¯Mn (r) ¡ Mn

Ã
diHp
nhn

!¯̄
¯̄
¯ > ´

1
CCA � Cd

p
d ¡ 1p

H´
³
1 ¡ d¡

1
2

´ (32)

Il su±t alors de prendre H ¸
0
@ Cd

p
d¡1

"´

³
1¡d¡ 1

2

´
1
A
2

pour obtenir (31).

En¯n, on remarque que, pour tout ¢ 2 ]0; b[, H > 0 et d > 1, 8n ¸ N (¢; d;H), on
a :

sup

r2
h

Hp
nhn

;¢

i
1

nhn

¯̄
¯̄Mn(0) ¡ Mn(r)

r2

¯̄
¯̄ � sup

i2I(d;H;n)
sup

r2
h

diHp
nhn

; d
i+1Hp
nhn

h
1

³
diHp
nhn

´2
1

nhn

¯̄
¯̄
¯Mn (r) ¡ Mn

Ã
diHp
nhn

!¯̄
¯̄
¯

+ sup
i2I(d;H;n)

1

nhn

¯̄
¯̄
¯̄
¯

Mn(0) ¡ Mn

³
diHp
nhn

´

³
diHp
nhn

´2

¯̄
¯̄
¯̄
¯

(30) et (31) impliquent donc (12). ¤
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F D¶emonstration du lemme 10

Soient ¢ 2 ]0; b[ et H > 0 quelconques. Pour tout n 2 N¤ tel que Hp
nhn

� ¢, on a :

sup
¢¸r¸ Hp

nhn

1

nhn

¯̄
¯̄Rn (r)

r2

¯̄
¯̄ � 1

H

1p
nhn

sup
¢¸r¸ Hp

nhn

¯̄
¯̄Rn (r)

r

¯̄
¯̄

Or, d'aprµes le lemme 5-(11), on sait qu'il existe C ¯nie qui ne d¶epend que de a et b telle que :

E

2
64 sup
¢¸r¸ Hp

nhn

1

nhn

¯̄
¯̄Rn (r)

r

¯̄
¯̄

3
75 � Cnh2n

On en d¶eduit que :

E

2
64 sup
¢¸r¸ Hp

nhn

¯̄
¯̄Rn (r)

r2

¯̄
¯̄

3
75 � C

H

q
nh3n

Par hypothµese, la suite
¡
nh3n

¢
n est born¶ee. Si on note M > 0 cette borne, on a par application

de l'in¶egalit¶e de Markov µa l'ordre 1 :

P

0
B@ sup
¢¸r¸ Hp

nhn

1

nhn

¯̄
¯̄Rn (r)

r2

¯̄
¯̄ > ´

1
CA � C

H

p
M

Pour obtenir (13), il su±t de prendre H ¸ H0 = C
p
M

"´ . ¤

G D¶emonstration du th¶eorµeme 4

Si on montre que, pour tout ± > 0, limn!1P
¡¯̄p

nhnbrn + ¢n

¯̄
> ±

¢
= 0, alors

p
nhnbrn

converge en loi vers la loi limite de ¡¢n et on aura le r¶esultat annonc¶e.
Pour tout A > 0, on a :

P
³¯̄
¯
p

nhnbrn + ¢n

¯̄
¯ > ±

´
� P

³¯̄
¯
p

nhnbrn
¯̄
¯ > A

´
+ P (j¢nj > A)

+ P
³¯̄
¯
p

nhnbrn + ¢n

¯̄
¯ > ±;

¯̄
¯
p

nhnbrn
¯̄
¯ � A; j¢nj � A

´

La condition 1 du th¶eorµeme 4 implique que :
8" > 0, 9A1 = A1 (") et 9n1 = n1 (") tels que, 8n ¸ n1, P (j¢nj > A1) � ".
La tension de la suite

¡p
nhnbrn

¢
implique que :

8" > 0, 9A2 = A2 (") et 9n2 = n2 (";A2) tels que, 8n ¸ n2, P
¡¯̄p

nhnbrn
¯̄
> A

¢ � ".
Montrons que :

P
³¯̄
¯
p

nhnbrn + ¢n

¯̄
¯ > ±;

¯̄
¯
p

nhnbrn
¯̄
¯ � A; j¢nj � A

´
� P

Ã
sup
juj�A

jªn (u)j ¸ I (0)
±2

2

!

On a :

8u; juj � A; inf
juj�A

Zn (u)

2I (0)
� Zn (u)

2I (0)
� u¢n +

u2

2
+

1

2I (0)
sup
juj�A

jªn (u)j (33)
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Or, sous
©¯̄p

nhnbrn
¯̄ � A

ª
, on a :

inf
juj�A

Zn (u)

2I (0)
=

Zn
¡p

nhnbrn
¢

2I (0)

Sous
©¯̄p

nhnbrn
¯̄ � A;

¯̄p
nhnbrn + ¢n

¯̄
> ±

ª
,

Zn
¡p

nhnbrn
¢

2I (0)
¸ ±2

2
¡ ¢2

n

2
¡ 1

2I (0)
sup
juj�A

jªn (u)j

Compte tenu de (33), on obtient, sous
©j¢nj � A;

¯̄p
nhnbrn

¯̄ � A;
¯̄p

nhnbrn + ¢n

¯̄
> ±

ª
:

±2

2
¡ ¢2

n

2
¡ 1

2I (0)
sup
juj�A

jªn (u)j � ¡¢2
n +

¢2
n

2
+

1

2I (0)
sup
juj�A

jªn (u)j

Donc :

n
j¢nj � A;

¯̄
¯
p

nhnbrn
¯̄
¯ � A;

¯̄
¯
p

nhnbrn + ¢n

¯̄
¯ > ±

o
½

(
sup
juj�A

jªn (u)j ¸ I (0)
±2

2

)

On a l'in¶egalit¶e annonc¶ee.
La condition 2 implique alors que 8± > 0, 8" > 0, 8A > 0, 9n3 = n3 ("; ±;A) tel que, 8n ¸ n3
P

¡¯̄p
nhnbrn + ¢n

¯̄
> ±;

¯̄p
nhnbrn

¯̄ � A; j¢nj � A
¢ � ".

Pour ± > 0 et " > 0 ¯x¶es, on pose A0 = max fA1; A2g et n0 = max fn1; n2; n3 (A0)g.
Pour tout n ¸ n0, on a :

P
³¯̄
¯
p

nhnbrn + ¢n

¯̄
¯ > ±

´

� P
³¯̄
¯
p

nhnbrn
¯̄
¯ > A0

´
+ P (j¢nj > A0) + P

³¯̄
¯
p

nhnbrn + ¢n

¯̄
¯ > ±;

¯̄
¯
p

nhnbrn
¯̄
¯ � A0; j¢nj � A0

´

� P
³¯̄
¯
p

nhnbrn
¯̄
¯ > A2

´
+ P (j¢nj > A1) + P

³¯̄
¯
p

nhnbrn + ¢n

¯̄
¯ > ±;

¯̄
¯
p

nhnbrn
¯̄
¯ � A0; j¢nj � A0

´

� 3"

Donc, pour tout ± > 0 et tout " > 0, il existe n0 tel que, 8n ¸ n0,

P
³¯̄
¯
p

nhnbrn + ¢n

¯̄
¯ > ±

´
� "

¤
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